MATEMATICKA OLYMPIADA

Komentéare ariesenia uloh domaceho kola pre
ziakov zakladnych SkOl
anizsich ro¢nikov osemro¢nych gymnazii



Komentare MOZ 4
RNDr. Monika Dillingerova
Z4-1-1
Zadanie
Ked’ sa dva obdiZzniky skamarétia, pritisn( sa stranami k sebe tak, aby mali aspon jeden vrchol
spolo¢ny.

S A Tu sa kamardti obdiz-
nik A s obdiZnikom B
o) C B aohdiznik B s obdiz-
nikom C,
ale nie obdiznik A
Tu sa kamaréti s obdiZnikom C.
obdiZznik S

s obdiZnikom O.

Tietp dva
obdizniky sa
neskamaratili.

Obr. 1

Minule sa skamarétili 3 obdiZniky — kazdy s kazdym. Prvy mal rozmery 3 cm x 7 cm, druhy 5
cm x 8 cm atreti 2 cm x 8 cm. Aky najvacsi obvod mbZe mat’ obrazec, ktory skamaratenim
spolu vytvorili?

(Dillingerova)
Poznamky k dlohe:
Obvod obdiznika (NU A, B) satu dopina témou obvodu obrazca (NU C, D). Ngjvasim
Uskalim sa vdak mbZze stat’ uz samotné pochopenie definicie skamaréteniasa (NU E, F).

Obr. 2




KedZe ide o Glohu na maximum, je dolezité & Uplné prehladavanie moznosti. (NU G).

Struéné rieSenie:

Ak sa skamarétia dva obdiZzniky, vytvoria bud’ obdiZnik alebo obrazec tvaru L. Treba spéjat’
jednotlivé dvojice obdiZnikov (Obr. 2) a skigat, ¢i saten treti dak nim pripojit.

Treti obdiznik sa da pripojit' v pripadoch a-h-j, d-f-i, b-g-l. Trojpismenkové znacenie je
pouZité, lebo vo vaetkych troch pripadoch vyjde (aZ na otocenie a preklopenie) taky isty
obrazec. Dostali sme teda nasledujlice moznosti (obr. 3).

Obr. 3
ES&te musime vypogitat’ a porovnat’ obvody tychto Gtvarov.
0,=8+3+7+3+8+2+5=36cm
0, =8+7+3+1+2+8+8+5=42cm
0. =3+1+5+8+2+8+2+7=36Ccm
Najvacsi obvod - 42 cm mé teda obrazec B.

Akeé rieSenia (zapisy) mbZeme od Ziakov ocakévat’ a poZzadovat’:

Deti pravdepodobne nakreslia Gtvar s maximalnym obvodom atento obvod vypisu. Pre
Uplnost’ rieSenia je v3ak potrebné uviest” vaetky tri mozné Gtvary a s obvodmi. Pre vypocty
obvodov by mali byt Utvary rysované, alebo musia obsahovat’ zapis diZzok jednotlivych stran.

Navodné ulohy:

A)  lgor maluje bielu ¢iaru okolo ihriska tvaru obdiZnika so stranami diZzok 12 m
a6 m. Aka diha bude cela jeho ¢iara? Z kolkych rovnych ¢iar bude pozostévat'?

B) Majka, Viki a Dana sk&u gumu. Ked’” ich guma nie je napnut, meria iba 220 cm.
Ked’ ju napni na sk&kanie, tvori obvod obdiZnika a ma 460 cm. Aky Siroky je ten
obdiznik, ak dievéata stoja od seba 180 cm d’aleko? (Dizka obdiznika je 180 cm.)

C) Dopln do obrézkov ¢. 4, 5, 6 vetky chybajlce rozmery: (Pozor, na obrédzkoch nie
sii dodrZané dizky podra zapisanych rozmerov, takZe sa neda ni¢ merat’!)
(Prevzaté z komentarov MO Z4, 52. ro¢nik)
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D)

E)

G)

Z4-1-2
Zadanie

Mravec Sportik beha v sklade okolo stien. Podlaha skladu ma tvar obdiznika so
stranami dizok 25 ma 32 m. Kolko metrov prebehne pri urobeni jedného okruhu
popri stenéch?

Dnes do skladu postavili stenou ku stene 3katul'u. Skatula mé podstavu tvaru
obdiznika s rozmermi 3 ma2 m. Sportik ju musi obiehat’. Jeho kamaréti Lenitko
aFan(3ik sa nevedia dohodnt, ¢i sa Sportikov okruh prediZil. PrediZil sajeho
okruh? Ak ano, o kol’ko metrov?

(Prevzaté z komentarov MO Z4, 52. ro¢nik)

Definicia skamarétenia sa ako v Z4-1-1. Minule sa skamarétili dva obdizniky. Prvy
z nich mal rozmery 13 cm x 7 cm, druhy 6 cm x 12 cm. Narysuj, ako moze
vyzerat' obrazec, ktory skamaratenim spolu vytvorili? Kol’ko mbZe potom merat’
jeho obvod? (Uved’ vSetky moznosti.)

Definicia skamarétenia sa ako v Z4-1-1. Zisti rozmery dvoch obdiZnikov, ktoré
skamaratenim vytvorili obrazce na obrézkoch 7, 8, 9. Ngdi ¢o najviac moznosti.
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Obr. 7 Obr. 8 Obr. 9

Adam ide na bicykli vyzdvihnat' svojich kamaratov Jura, Fera a Peta. Potom sa
pdjdu spolu kupat’. Porad” mu, v akom poradi ich ma nav&tivit, aby jeho cesta bola
¢o najkratSia. Pri ktorom poradi by bola najdihsia?

Juro

5km
7 km

6 km
Adam 4 km Fero Obr. 10

Z tychto 10 karticiek

0

1112[[3[/4]||5||6]|7|/8]||9

sme vybrali 6 tak, aby sa z nich dali zostavit’ dve trojciferné ¢isla, pre ktoré sticasne plati:
@ Jedno z nich sa da delit’ deviatimi bezo zvy3ku,
@ ich sicet je cislo zapisané len neparnymi ciframi.
N&jdi tie dve trojciferné gisla, ktoré spiiiajii obe podmienky anaviac ich stéet je ¢o najvacsi.

(Dillingerova)

Poznamky k Ulohe:




Uloha je definovana postupne od najmenej zavaznej podmienky az po najdolezitejiu. Od
rieSitel'a sa teda o¢akava, Ze sa bude vediet’ v takomto zadani orientovat’ a vyberie si vhodny
postup (NU A, B). Okrem toho musi vediet’ tvorit’ rozne ¢isla z danych cifier (NU C, D). Pre
&vrtéka je pojem , byt delitel’ny* eSte neznamy. To znamend, Ze zistenie, ¢i sa déa nieco delit’
deviatimi bezo zvy3ku, je ekvivalentné so zistenim podielu v obore prirodzenych cisel.
Nebude teda na $kodu zopakovat’ si nésobenie, delenie adelenie so zvyskom (NU E, F). NU F
pritom upozoriuje na to, ze kazda ¢islica moze byt pouzita iba raz. Uloha ma sice viac
rieSeni, ale forma otézky jednoznacne vyzaduje iba jedno rieSenie. Ak by sa Ziadali viaceré
rieSenia, musela by otézka pre &vrtédka zniet: ,Nadi vSetky dvojice trojcifernych ¢isel,
ktoré...“, alebo , Ktoré dvojice trojcifernych gisel mozu spinat’ obe podmienky anaviac...,
alebo ,,N&jdi aspon dve dvojice trojcifernych ¢isel, ktoré...".

Strucné rieSenie:

Ak chceme ziskat’ ngjvacsi mozny stcet dvoch trojcifernych ¢isel, musime vyberat’ ¢islice
tak, aby na miestach stoviek boli ngjvasie mozné (9, 8), na miestach desiatok op&’ najvacsie
edte nepouzité (7, 6) atd’. NajvacsSi mozny slcet potom je 975+ 864 =1839. Sucet ma byt
zapisany neparnymi ¢islicami, ¢ize to mézu byt ¢isla: 1799, 1797, 1795, 1793, ...

Skusme vytvorit’ ¢islo 1799. Vieme, Ze jedno z hl'adanych ¢isel bude zrejme zatinat’ ¢islicou
9 ajedno ¢islicou 8. Deviatky na konci sictu mbZzeme ziska® zo sUGtov
0+9,1+8,2+7,3+6,4+5. Prvé dva neprichadzaju do Gvahy, lebo deviatku aosmicku uz
sme pouzili. Skiisme teda vypisat’ moZnosti a kontrolovat’ delitel’nost” deviatimi.

dvojicacisel | delitelné? poznamka dvojicacisel | delitelné? poznamka
923, 876 nie 952, 847 nie
924, 875 nie 953, 846 846:9=94 | vyhovuju
925, 874 nie 956, 843 nie
926, 873 873:9=97 |vyhovuju 957, 842 nie
932, 867 nie 962, 837 837:9=93 | vyhovuju
934, 865 nie 964, 835 nie
935, 864 864:9=96 |vyhovuju 965, 834 nie
937, 862 nie 967, 832 nie
942, 857 nie 973, 826 nie
943, 856 nie 974, 825 nie
946, 853 nie 975, 824 nie
947, 852 nie 976, 823 nie
926 935 953 962

Overenie: 873, 864, 846, 837.

1799 1799 1799 1799

Dvojice &isel, ktoré spiiiaji podmienky zadania si: 926, 837; 935, 846; 953, 864; 962, 837.

Aké rieSenia (zépisy) méZzeme od Ziakov ocakavat’ a poZadovat’:

RieSenie svytvorenim len dvojice c¢isel (hoc g spravnych) avypisanim ich siétu je
nedostatocné.

V rieSeni treba vyZadovat' vyjadrenie, preco bude jedno ¢islo zatinat’ 9 adruhé 8. Aky
najvassi sicet sa méze podarit’ vytvorit” a jednu dvojicu ¢isel soverenim delitelnosti a suctu.
Samotné hradanie méZe byt popisané g formou: ,Spravil som si karticky askdsal som.”
Rieditel ho vSak musi podlozit' niekol’kymi ,zlymi“ pokusmi. Pre tento postup staci, ak
vypiSe dvojicu vytvorenych ¢isel aich sicet (ak je sticet nevhodny), respektive delenie (ak nie
je ani jedno delitel'né 9).




Névodné ulohy:

A)

B)

C)

D)

E)

Z tychto 10 karticiek

O[[1([2]|3||4]||5]||6/[|7]|8]|9

vyber tri tak, aby ¢islo z nich zloZené spihalo vetky nasledujlce podmienky:
a) dasadélit’ 8 bez zvy3ku,

b) zatina sa ¢islicou o 3 v&Sou, ako kongi,

c) kon¢i ¢islicou 2.

VieS ngjst’ dve rieSenia?

Princ Patrik ma pomocou nasledujucich in&trukcii a mapy oslobodit’ princezni
Angeliku od draka.
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Patrik Obr. 11
- Cesty smerujuce zo zapadu na vychod stréZia zbojnici, ktori zabijaju pocestnych.
- Drak Zije na sever od tergjSej Patrikovej pozicie atam aj uvaznil Angeliku.
- V najzdpadnejSom vybezku mapy sidli zla ¢arodejnica, ktora premiena princov
na zaby.
Kadial mé ist’ Patrik, aby ¢o najskor Zivy av nezmenenej podobe dorazil
k Angelike?
Z tychto 10 karticiek

O([1([2]|3||4]||5]||6/[|7]|8]|9

vytvor

a) ¢o najvasSie a ¢o najmensie patciferne ¢islo,

b) dve dvojciferné ¢islatak, aby ich sicet bol ¢o ngjmensi.
Z tychto 10 karticiek

O([1([2]|3||4]||5]||6/[|7]|8]|9

vytvor vetky trojciferné ¢isla, ktoré obsahuju len parne cifry. Kol’ko z nich sada
delit 6smimi bez zvysku?

Z ¢isel 156, 421, 531, 963, 154, 406, 182, 447, 604 vyber tie, ktoré po deleni
deviatimi davaju zvy3ok 2. Aky zvy3Sok bol pri deleni tychto ¢isel deviatimi
najcastejsi?

Z tychto 10 karticiek

O([1([2]|3||4]||5]||6/[|7]|8]|9




Janko postupne tvoril trojciferné ¢isla, ktoré sa daju delit’ deviatimi bez zvysku. To
znamend, Ze vybral tri karticky, zostavil ¢islo akarticky pred tvorbou d’alSieho
cislavrétil. Cislasi nepaméta celé, ale tu st Gtrzky z nich: 32%, 69*, 41*, 8*7, 2*5,
Sylviatvrdi, Ze tam mal Janko chyby. Dopli miesto hviezdiciek spravne ¢islice
angdi tie ¢isla, ktoré sa nedaju kartickami doplnit’.
Z4-1-3
Zadanie
Zuzka mé vo vrecusku 15 ¢ervenych, 3 zelené a8 modrych gurdécok. Na jedno siahnutie do
vrecu3ka vytiahne bez pozerania sa 2 gul'dcky a uz ich nevrati.
Najmenej kolkokré musi siahnut’ do vreciska, aby medzi vytiahnutymi gul6ékami urcite
bola aspon 1 zelena?
Najmenej kolkokré musi siahnut’ do vreciSka, aby aspon raz vytiahla dvojicu ¢ervenych
gurécok?
(Dillingerova)
Poznamky k dlohe:
Uloha problematicky nadvézuje na zname Ulohy otahani ponoZiek vtmavej miestnosti
z batohu. Tieto sa objavujl aj v ndvodnych tlohach (NU A, B, C). Je to klasicka uloha na
Dirichletov princip. Aby nebolo nutné rozobera’ v3etky moznosti, uvaZzujeme iba
o najhorgom, resp. krajnom pripade (NU D, E). Netradi¢nost’ tlohy je aj v pocte farieb g vo
vyberani dvojice gurdé¢ok naraz.
Struéné rieSenie:
NajdihSie to Zuzka bude trvat’, ak bude stéle vytahovat’ ,zI€* farby gul6¢ok. V prvej otazke
to znamend, Ze ngjprv vyberie vetky modré acervené gul'écky. Tych je vo vrecusku spolu
15+ 8=23. Dvadsat’dva z nich vytiahne na 11 siahnuti do vreciska. Spolu stou dvadsiatou
tretou vytiahne uz gj prvu zelenl. Teda do vreciSka musi siahnut’ dvanast’krét.
Ak chce Zuzka vytiahnut' dvojicu ¢ervenych gurécok, musia byt vytiahnuté naraz. Teda zly
pripad je nielen vytiahnutie guré¢ok nie cervenych, ale g vytiahnutie dvojice zelena —
¢ervena alebo modra — cervend.  Spolu ma 8+ 3=11 inofarebnych guldéok. Ak ku kazdej
inofarebnej prida ¢ervend, bude to znamenat’ 11 zlych tahani avo vrecisku uz jej ostanu len
15- 11=4 cervené gul'écky. Pri dvanastom tahu v tomto pripade musi vytiahnut' dvojicu
¢ervenych. Zuzka musi opét’ siahnut’ 12-krét do vrectska.

Akeé rieSenia (zapisy) mbZeme od Ziakov ocakévat’ a poZzadovat’:

Uloha je vel'mi tazka na slovné dovodenie. Akceptujte preto a obrézkové rieSenia, pri
ktorych obrézky zachytévaju najhorsi pripad aje urobeny zaver, Ze pre obidve otézky staci
dvanast’ siahnuti do vrecuska.

Navodné ulohy:

A) Karolinka m& vo vrecusku 2 biele, 2 ¢ervené a2 zlaté sponky rovnakého tvaru.
Bez pozerania sa postupne vybrala 4 sponky. Korko je moznosti, ¢o ostalo vo
vrectdku? Je urcite medzi tymi Styrmi vybranymi g dvojicarovnakej farby?

B) Viktor ma v batohu 7 rovnakych péarov hnedych a5 rovnakych parov ciernych
ponoziek. Podepiacky vybera po jednej ponozke z batoha. UZ vybral 13 ponoZiek.
Je medzi nimi urcite hnedy par? A cierny?

C) Misko si schoval pod skrinku svoje farebné gurdcky. Spolu 4 biele, 5 modrych a2
cervené. Pri ich vytahovani si 'ahne na brucho arukou dosahuje na jednotlivé
gurécky bez toho, aby na ne videl. Postupne vytiahol 3 gur'écky. Mozno povedat,
Ze niektora z nich musi byt modra? Nakresli, ako mohol vyt'ahovat’.




D) Misko si schoval pod skrinku svoje farebné gurdcky. Spolu 4 biele, 5 modrych a2
¢ervené. Pri ich vytahovani si Tahne na brucho arukou dosahuje na jednotlivé
gul'docky bez toho, aby na ne videl. Kol’ko gul6¢ok moze najviac vytiahnut' tak,
aby medzi nimi nebola biela? Po kolko vytiahnutiach tam teda biela uz urcite musi
byt'?

E) Misko si schoval pod skrinku svoje farebné gurdcky. Spolu 4 biele, 5 modrych a2
¢ervené. Pri ich vytahovani si Tahne na brucho arukou dosahuje na jednotlivé
gul'deky bez toho, aby na ne videl. Pritom vytiahne vzdy tri gulécky naraz. Prave
vytiahol tretiu trojicu guldcok. Existuje také tahanie, pri ktorom sa mu edte
nepodarilo vytiahnut’ cervend? A modru?

Z4-1-4

Zadanie

Migko rozstrihal obdiZnik na obrazku 12 na
niekol’ko trojuholnickov. Zo vsetkych tychto
trojuholnickov  dokéze posklada  velky
trojuholnik z obrézka 13. Zo v&etkych tychto
trojuholnickov ~ dokéze tiez  poskladat’ Obr. 12
rovnobeZnik z obrézka 14.

Zigti, ako Misko drihal, ak pocet

> ? Obr. 13
trojuholnickov bol 5
a) 4,

b) 3.
(Pre zadania a) & b) nakresli ¢iary, po ktorych Obr. 14

mohol MiZko strihat’. Dalej nakresli trojuholnik z obr. 13 zlozeny z malych trojuholnickov aj
rovnobeznik z obr. 14 poskladany z malych trojuholnickov. Pri skladani sa trojuholnicky
nesmu prekryvat’, a poskladané Gtvary nesmu byt derave.)

— (Dillingerova)
Poznamky Kk ulohe:
Cast’ a) Ulohy je oproti ¢asti b) l'ahdia tym, Ze dieliky staci po papieri , posivat™. Pri asti b)
je uz nutné jeden dielik otocit’ na rubovu stranu. Nosnym pojmom ulohy je trojuholnik, ktory
by mal mat’ &vrték jasne prepojeny stvarom, obrazkom (NU A). Postupy sa vyuzivaj dva,
delenie celku na ¢asti (NU A) atvorenie celku z&asti (NU B). Pre zlepZenie takychto
schopnosti je mozné davat’ detom rézne skladackové hlavolamy (napr. Tangram). V Ulohe
samotnej je pouZzitd Stvorcova siet’ pre zjednoduSenie zistovania ,, Sikmosti“ Ciar.

Strucné rieSenie:

Na obrézku 15 je jedno mozné rozdelenie na 4 ¢asti a skladanie Utvarov z nich. Pri strihani na
4 trojuholni¢ky sa Utvary mozu skladat’ postivanim dielov po podlozke. Pri strihani na 3 ¢asti
(obr. 16) sapri skladani musi aspon jeden diel preklopit’ na rubovua stranu.

Akeé rieSenia (zapisy) mbZeme od Ziakov ocakévat’ a poZzadovat’:
RieSenia by mali presne podl'a in&trukcii v zadani obsahovat’ len obrazky. Délezité je vSimar
Si, ¢i deti nezabudli na podmienku s trojuholnikovymi dielmi.
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Obr. 15 Obr. 16

Navodné ulohy:
A)  V &vorcovel sieti na obrazku 17 si vyznatené rozne Utvary. Ktoré znich sl

NL | —

Obr. 17

trojuholniky? Rozdel’ kazdy Utvar (aj trojuholniky) natri trojuholniky.

B) Vystrihni si z papiera Utvary ako sO na obrézku 18. Z prvych troch poskladaj
pismeno T az poslednych &yroch pismeno M. Musel si papierové Gtvary g
prevracat’?

N D e
I N L L NN
Obr. 18

Z4-1-5
Zadanie
Kvetka g Gabika chovaju Skrecky. Véera mala Kvetka o 10 Skreckov viac ako Gabika. Cez
noc sa g u Kvetky g u Gabiky narodilo po 5 skre¢kov, takZe teraz mé Kvetka dvakrat torko
Skreckov ako Gabika. Kol'ko Skre¢kov ma Kvetka a kor'ko ich ma Gabika?

(Dillingerova)
Poznamky k dlohe:
Tieto ulohy my dospeli rieSime rovnicami. Deti nés vSak vzdy vedia prekvapit’ tym, ako
Iahko to ide Gsudkom (NU B, C), ¢ odskiSanim zopér ¢isel (NU D, E). Uloha sa snazi
rozvijat’ prave tento dovtip. Navodné ulohy preto mézu len ukézat’, ¢o s mozno pri takychto
Ulohéch vSimat’. SU vsak zamerané dvomi smermi, takZe je Ulohou weitel'a vybrat’ pre to-ktoré
dieta tu spravnu. Len uditel’ totiz méze dostatoéne poznat’ rieSitel'a ajeho spdsob uvazovania.
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NU A sasnaZi upozornit nato, Ze rozdiel medzi poctami kregkov sa pripogitanim rovnakého
poc¢tu nemeni.

Strucné rieSenie:

1. dsudkovérieSenie
U oboch diev¢at sa narodilo rovnako vel'a Skreckov. Kvetka mateda este géle o 10
Skrec¢kov viac. Suc¢asne mé dvakrét tol’ko ako Gabika, ¢ize Gabika musi mat’ préve 10
Skreckov. Kvetka ma dnes 20 Skreckov.

2. rieSenie skuSanim
Skusme dopinat’ ¢isla do nasledujlcej tabul’ky. Najprv si zvolime napriklad pocet
&reckov, ktoré mala Gabika véera. Pomocou Udajov zo zadania postupne dopiiame ¢isla
do d’alSich stipcov.

Gabika | Kvetka | Gabika | Kvetka | kontrola
véera |vcéera |dnes |dnes
10 20 15 25 | 2x5=230 to je vela skusime iné ¢islo
20 30 25 35 | 2x5=50 edteviac satolis, treba menSiegislo

2 12 7 17 | 2x7 =14 teraz je priliS malé, opatrne ho zv&Sime
4 14 9 19 | 2»9=18 uZto je skoro ,ono", uz len kGsok zva&ssit
5 15 10 20 | 2X10=20 teraz to vyhovuje

Gabika méa dnes 10 a Kvetka 20 skreckov.

Akeé rieSenia (zapisy) mbZeme od Ziakov ocakévat’ a poZzadovat’:

Akceptovatelné rieSenia sme tentoraz uviedli priamo do ¢asti ,stru¢né rieSenie”. Najt'azsiu
Glohu budu mat” deti, ktoré rieSenie hned’ ,,uhadnu”. Tymto dajte za Ulohu presvedit’ Vés, ze
to nefunguje shocakym ¢islom. Tym urobia précu podobnu ,skdSajacim* abudld méct
kondtatovat’, Ze pri vel'kych ¢islach ma Kvetka menej ako dvojnasobok a pri malych viac ako
dvojnasobok poc¢tu Gabikinych Skreckov.

Navodné ulohy:

A) Sabina ma naSetrenych 015 Sk viac, ako jg sestricka Nina. Dnes poméahali
mamicke v praci akazda dostala 24 Sk. O kolrko korun viac ako Nina ma teraz
Sabina?

B) Martin ma v peracniku dvakrét tol’ko pier ako Janko. Janko mé v peraéniku o 12
pier menej ako Martin. RuZenka tvrdi, Ze tych dvandst’ je presne pocet Jankovych
pier. Mé& pravdu? Zdévodni.

C) V pravom vrecku nohavic mém o 8 cukrikov viac ako v 'avom. Pritom v pravom
vrecku mém trikré tol’ko cukrikov ako v l'avom vrecku. Kolko cukrikov mém
v oboch vreckéch spolu?

D) Jurko v pondelok nazbieral pri upratovani v ockovej dielni o 24 klincov viac ako
v utorok. Spolu za oba dni nazbieral 86 klincov. Barborka Ulohu na zistenie, kolko
klincov nazbieral Jurko v utorok, rieSila skuSanim. Najprv skisila 20. Cize
vutorok to bolo 20 klincov a vpondelok 20+24=44. Spolu to je
20 + 44 = 64 klincov. Bol Barborkin odhad prili§ maly alebo prilis velky? Skus jej
postupom pokracovat’.

E) 10 deti z 3.A malo iba bratov. Iba sestry ma dvakrét tolko deti ako mé bratov g
sestry. Cez letné prézdniny sa jednému tretiakovi ztejto triedy narodila sestra
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advom brat. V&etci tito mali pred prazdninami iba bratov. TakZe po prazdninach
méiba sestry uz len o 3 deti viac ako bratov g sestry. Kolko deti mé iba sestry?

Z4-1-6
Zadanie
Skriatok Matik mévelmi rad matematiku. Véera objavil dihy plot s 2004 latkami a popisal ho
opakovane slovom , matematika* kriedou . Na kazdu latku pocnac prvou a konciac poslednou
napisal jedno pismeno: Najprv M, potom A, T, E, M, A, T, |, K, A, M, A, T, E, ad’. Ktoré
pismeno bolo na posednej latke? Kol'kokrét napisal pismeno M?

(Dillingerova)
Poznamky k dlohe:
Téo Uloha obsahuje ucivo odeleni so zvyskom (NU A, B). Druha otézka s vyzaduje
ovladanie nasobenia (NU C). Na nezabudnutie zvy3ku slova upozoriujd NU C, D. NU D
pritom poukazuje g ha fenomén nasobnosti pismena (koralika).

Struéné rieSenie:

Slovo MATEMATIKA mé& 10 hlasok. Ak sa ma opakovane napisat’ po 1 hldske na latku,
znamenato, Ze bude napisanych 200 celych slov (2004:10 =200 2v.4) a e&te 4 pismena— M,
A, T, E. Napodednej latke bude teda pismeno E.

Pismeno M je vslove MATEMATIKA dvakrat. V dvesto slovach bude zopakované
200.2 = 400 -krét. E&e treba pripocitat’ jedno M z podednych 4 latiek. Celkom napisal Matik
pismeno M 401-krét.

Akeé rieSenia (zépisy) méZzeme od Ziakov ocakavat’ a poZadovat’:

V tgto Ulohe asi nebudd mat’ Ziaci problémy so zapisanim rieSenia. Urcite bude kazdé
rieSenie obsahovat’ potrebné vypocty aobe odpovede. Pre UplnG korektnost’ by mali byt
vypocty sprevadzané aspon minimanym slovnym vysvetlenim.

Napr.: , 2004:10=200 2v. 4 ... 200 celych slov*

Navodné ulohy:

A) Snehulienka delila svojim 7 trpaslikom jabicka 6iadne nerozkrojila, trpaslici
dostali rovnako vela atie, ¢o sa nedali rozdelit, ostali Snehulienke. Korko jabigok
dostal Hapeéi, ak vSetkych bolo 39? Korko jabi¢ok ostalo Snehulienke?

B) Kedy by mala Snehulienka viac jabicok? Keby delila svojim 7 trpaslikom 27,

alebo 32 jabicok?
C) Ivko mal ist’ do kina. Tak vel'mi satesil, Ze popisal v3etky latky plotu jednotlivymi
pismenami K, I, N, O, K, 1,... Nakazdu latku presne jedno pismeno. Pritom slovo

KINO napisal 20-krét a edte mu na jednu latku vySlo K. Korko latiek mal plot, na
ktory Ivko pisal? Korko pismen O napisal? A kol'’ko pismen K?

D) Martina robi mamic¢ke k narodeninam nahrdelnik. Navlieka na nit kordliky
v tomto poradi: cerveny, biely, cerveny, ruzovy, ¢erveny, biely, cerveny, ruzovy,
cerveny,... Na nit' sa jgj vodla cela &vorica 13 kra aelte ndhrdelnik ukorcila
cervenym, bielym acervenym kordlikom. Korko bielych kordikov pouzila na
tento darc¢ek? A kor'ko cervenych?
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Kategoria Z5
rieSenia domaceho kola )
Kolektiv tlohovych komisii MO SR aCR

Z5-1-1
Viacciferné ¢islo, ktorého ¢islice sa v smere zlava doprava zvai&uju (t.j. pocet jednotiek je
va:Si ako pocet desiatok, pocet desiatok je vassi ako pocet stoviek, pocet stoviek...), savola
rastice. Napriklad ¢islo 2459 je rastlce, ale ¢islo 2354 rastlice nie je.
V&etky existujuce rastuce ¢isla sme spravne usporiadali od najvacSieho po ngjmensie a prvych
10 sme stitali. Co néam vy3lo, ak sme pocitali spravne?
(Bednérovd)

Riesenie:
NajvécSie ¢islo bude devét'ciferné, d’alSie budi osemciferné:
123 456 789

23456 789

13456 789

12 456 789

12 356 789

12 346 789

12 345789

12 345 689

12 345679

12345678

246 913569

Z5-1-2

Utvar na obrézku ¢&.1 je zlozeny zo zépaliek.

a) Korl'ko zépaliek bolo nan pouzitych ?

b) Kor'ko zapaliek treba z tohoto obrazca

odobrat’, aby vzniklo presne 12 stvorcov (strana

Stvoréeka = 1 z&palka), ktoré sa navzgom mdzu

dotykat’ len vo vrcholoch? Nakresli, ako potom

obrazec vyzeral. H<— 1 z&palka
(Tlusty)

Riesenie:

a) Na obrazec bolo pouZzitych 5.6 =30 zvislych
a 5.6 = 30 vodorovnych, teda spolu 60 zapaliek.
b) Po odobrani 12 z&paliek dostaneme Utvar, ktory spina podmienky
zadania.

Obr. 1

Z5-1-3

Vedci vy&rachtili novy ovocny strom anazvali ho HRUSBLON. Na
jednom takomto strome rastul sii¢asne hrudky aj jabicka, ale ni¢ iné.
Pritom jabik je vzdy dvakrét viac ako hruiek. O hrubloni je edte
znéme, Ze sana nej neurodi ro¢ne menej ako 77 ani viac ako 88
plodov. Obr. 2
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a) Korko najmenej jabik ziskame roéne z jednej rodiacej hrusblone?
b) MdZeme mat’ z 55 hrusbloni Grodu 1600 hrusiek?
(Bednérovd)
RieSenie:
Jablk&: hrudky = 2 diely : 1 diel, teda spolu mame 3 diely. Celkovy pocet plodov p musi byt
delitelny 3. Z&roven plati 77 £ p £ 88. Z tychto podmienok vyplyva, Ze celkovy pocet
plodov moze byt’ 78, 81, 84, 87.
a) Najmeng plodov je 78. 78: 3= 26. Hrudek v tomto pripade je 26 ajabik 52.
Najmenej mdzeme mat’ z jednej rodiacej hrusblone 52 jabik.
b) Najviac moze byt 87 plodov. Hrudiek natakomto strome bude 87:3=29.Z 55
rodiacich hrusbloni méZeme teda ziskat’ najviac 55x29=1595 hruSiek. Z 55 hrusbloni
nemdzeme mat’ Urodu 1600 hrusiek.

Z5-1-4
Z ¢isel 3256 871 a4 589 238, ktoré spolu obsahuju 14 ¢islic, vy3krtnite spolu 5 ¢iglic tak, aby
stcet vzniknutych ¢isel bol ¢o najmensi.

(Bednérovd)
RieSenie:
Najmensi sicet ziskame, ak obidve ¢isla zmenSime na niZsi rad. MézZzeme skuSa® Skrtnat
v prvom ¢isle 3 av druhom 2 ¢islice a naopak. V prvom pripade ziskame ¢isla 2 561 a 45 238.
Ich stcet je 47 799. V druhom pripade ziskame ¢isla 25 671 a4 238. Ich sicet je 29 909, ¢o je
¢islo zjavne menSie. Vy3krtnlt' treba cislice 3 a8 z prvého acislice 5, 8 (prva v poradi), 9
z druhého ¢isla.

Z5-1-5
Ked’ sa dva obdizniky skamarétia, pritisn(i sa stranami k sebe tak, aby mali aspon jeden vrchol
spolo¢ny (Obr. 3).

S A Tu sa kamaréti
obdiZnik
o) C B A sobdiznikom B
aobdiznik B so
étvqrcom C, denie
Tu sa kamarati Stvorec obdiznik A so
S s obdiZznikom O. &vorcom C.

Tieto dva obdizniky sa neskamardtili.
Obr. 3

Stvorec o stranou dizky 6 cm sa skamarétil s obdiZnikom so stranami dizok 7 cm a
9 cm. Potom si edte nasli d’alSi &tvorec, s ktorym sa obaja skamaratili. Aké rozmery mohol
mat’ tento Svorec? N&jdi v3etky moznosti. (Stvorec je Specidlny pripad obdiznika aplati prei
rovnaké pravidlo na skamarétenie sa.)

(Dillingerova)
RieSenie:
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Stvorec 6 6 a obdiznik 7° 9 sa mohli skamarétit’ nasledujticimi dvomi spdsobmi (Obr. 4).
K nim je nutné pridat’ vietky mozné &tvorce splingjuce definiciu skamarétenia sa (Obr. 5).

6 6
9
7 9
Obr. 4
° 1 15 ° ° 3 13
9 9 7
7 7 9 9

Obr. 5
Stvorec teda mdze mat’ stranu dizky 1 cm, 3 cm, 13 cm alebo 15 cm.

Z5-1-6
Myslim si ¢islo. Po jeho zaokruhleni na desat'tisicky dostanem ¢islo 20 000. Pri
zaokruhl'ovani na desiatky sa moje myslené ¢islo nezmeni, pri zaokrdhl'ovani natisicky sa
zv&csi 0 20, pri zaokrdhl'ovani na stovky tiez. Aké ¢islo si mdZzem mysliet'? Napis vietky
MOZnosti.

(Bednérovd)
Ak sa moje ¢islo po zeokruhl'ovani natisicky zvacsi o 20, musi kongit’ trojéislim 980. Ak po
zaokruhleni na desat'tisicky dostanem 20 000, mohlo to byt’ jedno z nasledujucich ¢isel:
15980; 16980; 17980; 18980,

19980; 20980, 21980, 22980;

23980; 24 980.
Lahko overime, Ze v&etky tieto ¢isla spinaju & ostavajlice podmienky zadania.
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K ategoria Z6
rieSenia domaceho kola
Kolektiv tlohovej komisie MO CR
Preklad RNDr. M. Dillingerova

Z6-1-1
Cik-cak ¢isla st1 také prirodzené ¢isla, v ktorych sa striedaju parne a nepéarne ¢islice, pricom
Ziadne dve z nich nie st rovnaké. Ktoré cik-cak ¢islo bude 1., 5. a10. v poradi, ak v3etky cik-
cak ¢isla napiSeme usporiadané od najva:Sieho po ngjmensie?
(Bednérovd)
RieSenie:
NajvécSie také ¢islo musi byt’ desat’ciferné. Rozdelime si cifry na parne aneparne.
parne st: 0; 2; 4; 6; 8 neparnest: 1; 3; 5; 7; 9.

Ak hradame najvacsie cik-cak ¢islo, budeme striedavo vyberat’ z kazdej skupiny ta najvacsiu
cifru aradit’ ich za seba. Prvé najvacSie také ¢islo teda je 9 876 543 210. Pri hr'adani druhého
najvassieho c¢isla potrebujeme vymenit' posledna ¢islicu (t.j. 0) za najblizSiu ind ztef istg)
skupiny. Vymenime teda 0 a 2. Dostaneme tak druhé najv&ssie cik-cak ¢islo: 9 876 543 012.
Pri vymenéch ¢islic musime davat’ pozor aby sme vymienali len ¢islice tg istej skupiny, ¢o
zarucuje vznik nového cik-cak ¢isla. Vymiename odzadu, aby sme ¢o najmenej zmensovali
hodnotu ¢isla. Pri tomto postupe dostaneme nasledujlci zoznam ¢isel:
9 876 543 210
9 876 543 012
9 876 541 230
9 876 541 032
9 876 523 410
9876 523 014
9 876 521 430
9876 521 034
. 9876503412

10. 9 876 503 214
Nal., 5. a10. mieste s vySSie uvedené cisla.

©CoNURA~WNE

Z6-1-2

Pan ucitel’ vyrobil drétené modely kocky, stvorstena a pravidelného &vorbokého ihlana (obr.
&. 1). V&atky hrany tychto telies maju rovnakd dizku a ich dizka vyjadrena v centimetroch je
zapisana celym ¢islom. Na zhotovenie kocky spotreboval pan ucitel’ viac ako 45 cm drétu, na
ihlan mu stagilo menej ako 35 cm. Kor'ko centimetrov drétu (presne) spotreboval na vyrobu
Stvorstena?

Obr. 1
(Bednérovd)



16

RieSenie:

Najprv zistime, kor'ko hrdn mé kazdé z vyrobenych telies:
kocka: 12 hrén
Stvorgten: 6 hrén

4-boky ihlan: 8 hrén
Ak na vyrobu kocky spotreboval viac ako 45 cm drétu, musi byt hrana kocky dihSia ako
3cm. (lebo 3xX12=36 a 4X12=48)
Ak na ihlan stagilo menej ako 35 cm, musi byt dizka jeho hrany menej ako 5 cm. (lebo
5x8=40a 4x8=32)
Ked'Ze kocka & ihlan maju rovnaké dizky hrén, tak to musi byt 4 cm. Na &vorsten pan ugitel
spotreboval 4x6 =24[cm] drétu.

Z6-1-3
Miska cestuje k babke viakom. Zvy¢ajne odchéadza rychlikom o 9:23 a0 153 minat neskor
vystUpi na stanici, kde ¢aké na osobny viak. Dnes rychlik pri odjazde z Miskinho bydliska
me3kal 12 minudt. Toto meSkanie pocas jazdy zv&:Sil dvojnasobne a neskdr zmensil o 15
mindt. Takto ostalo Miske do riadneho odchodu osobného viaku len 7 mindt. Presne o kol’ke)
ma mat’ osobny vlak odchod?

(Dillingerova)
RieSenie:
Ak vlak dvanastminitové meSkanie zdvojnasobil, bolo uz 24-minatové. Po zmenSeni o 15
mindt bolo 24- 15 =9-mindtové. To znamena, Ze osobny vlak odchadza 9+ 7 =16 mindt po
planovanom prichode, teda 153+16=169 minit po pravidelnom odchode rychliku
z Miskinho bydliska. 169 minut je 3 hodiny bez 11 mindt. Po pripo¢itani tohto Gdaja k 9:23
dostaneme 12:12. Pravidelny odchod osobného viaku je 12:12.

Z6-1-4
Napi$ nasledujicim spdsobom v&etky ¢isla od 1 do 60 za sebou:
123... 5859 60.

Zo ziskaného c¢isla vyskrtni 100 cifier tak, aby si ziskal ngjvacsie mozné ¢islo.

(Volfovd)
RieSenie:
Najprv si zistime, kolko cifier ma naSe obrie ¢islo. Vzniklo z 9 jednocifernych a 60- 9 =51
dvojcifernych ¢isiel. TakZe celkovo ma 9+51.2 =111 cifier. 100 z nich mame vyskrtat’, takze
vznikne 11-ciferné ¢islo. Ak m& byt toto ¢islo ¢o nagjvacsSie, musi zatinat’ deviatkami.
V pbvodnom c¢isle je deviatok 6 (v ¢islach 9, 19, 29, 39, 49, 59). Postupnym Skrtanim
dogtaneme ¢islo 999995051525354555657585960, =z ktorého treba edte 16 cifier
vyskrtnat'. Na 6. mieste teraz chceme ma’ ¢o najvacsiu ¢islicu. NembZe to uz byt’ 9, pretoze
tym by sme dostali najviac 8-ciferné ¢islo. Z rovnakého dovodu to nemdze byt 8. Cislica 7
tam byt mbZe. Vyskrtneme teda 15 cifier medzi 9 a7 amame ¢islo 999997585960, z ktorého
musime edte jednu cifru vyskrtndt. Cislo bude najv&ssie, ked’ bude ¢o najvasSia cifra na 7.
mieste. 9 tam byt nembze, ale méze tam byt’ 8, ak vyskrtneme patku pred nou.
Najvacsie ¢islo, ktoré mdzeme ziskat', je teda 99 999 785 960.

Z6-1-5

Rozdel’ obdiZnik s rozmermi 27 cma 12 cm
a) natri obdizniky,

b) na dve ¢asti

tak, aby z nich bolo mozné zloZit’ Stvorec (diely sa nesmu prekryvat).
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(Volfovd)
RieSenie:
Pomocou obsahu, ktory ostane nezmeneny, si zistime dizku strany &vorca.
S =27.12 = 324cn. Odtial’ strana &vorca mé dizku 18 cm, lebo 18.18=324.
a) Z pdvodného obdiZnika odstrihneme obdiZnik srozmermi 12 cm” 18 cm. E&te ndm
ostal pasik srozmermi 12 cm” 9 cm. Tento treba rozrezat’ na polovice ( obdizniky 6
cm’” 9cm). Teraz uz gaci popisané tri casti spravne spojit’ (obr. 2).
b) Aby sme dostali &vorec pozadovanych rozmerov, musime obdiZniku krat&u stranu
prediZit 0 6 cm adihdiu skrétit 0 9 cm. Vysledkom teda budu akési , schody”, ktoré
musime spravne do seba zasunat’ (obr. 3).

— | L

Ohr 2 Obr. 3

Z6-1-6
Zvolim si nejaké ¢islo at'ahdm figlrkou po vorcekovom papieri podl'a nasledujiceho
pravidla: Dané ¢islo vydelim dvoma. Ak vyjde zvy3ok nula, posuniem figlrku o jeden
Svorcéek dohora. Ak vyjde iny zvySok, taham figurkou o jeden &vorcek doprava. Po posunuti
figarky vezmem podiel aopét’ ho delim dvoma. Figurkou posiivam podl’a toho istého pravidla
a pokracujem takto d’algj.
a) Vybral somsi ¢islo 89. Znézorni prvych pat’ t'ahov figarkou pretoto ¢islo a napis
posledny podiel.
b) Tahal som figlrkou tak, ako je naznatené naobr. ¢. 4, a po tychto tahoch som
dogtal podiel 1. Aké ¢islo som si zvolil?

(Raabovd)
RieSenie: N

a) 1.tah: 89:2=44 zvySok 1 posun doprava A
2. tah: 44 2 = 22 zvySok O posun dohora iat
3. tah: 22:2=11 zvy%ok O posun dohora -
4. tah: 11:2=5 2zvy30ok 1 posun doprava
5. tah: 5:2=2 zvySok 1 posun doprava Obr. 4
Posledny podiel je 2. (Obr. 5) '

b) Pri deleni prirodzeného ¢isla dvoma mdze byt’ zvySok iba 1
alebo 0. Ak viedol tah doprava, musel byt zvySok 1. Pri 15
hr'adani pociatocného ¢isla, budeme postupovat’ odzadu: f
smer tahu | zvySok | predchédzajuci podiel J
dohora |0 1R=2 —
dohora |0 2x0=4
doprava |1 2x4+1=9 Obr. 5
doprava |1 2>X9+1=19
dohora |0 2X19=38
doprava |1 2X38+1=77

Zvolené ¢islo bolo 77.
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Kategoéria Z7
rieSenia domaceho kola
Kolektiv tlohovej komisie MO CR
Preklad RNDr. M. Dillingerova
Z7-1-1
Minuly tyZden kupila Snehulienka dva rovnakeé balicky lentiliek. Spravodlivo ich rozdelila
medzi svojich 7 trpadlikov tak, Ze kazdému sa z nich udlo 5. Tie lentilky, ¢o sa uz rozdelit’
nedali, zjedla sama. Tento tyZden kupila Snehulienka 3 balicky tych istych lentiliek. Znovu
ich rozdelila medzi 7 trpadikov a zvySok zjedla. Tentoraz sajej vSak uslo eSte mengj ako
minuly tyZden. Kol’ko lentiliek mohlo byt’ v jednom balicku?
(Bednérovd)
RieSenie:
Lentiliek bolo 7>6+ zvy3ok . Pritom zvySok m6ze byt’ niektoré z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Balicky
boli dva, ¢iZze celkovy pocet lentiliek musi byt parny. Trpaslici dostali spolu neparny pocet
lentiliek (7>6 =35), takZe g zvy3ok musi byt neparne ¢islo.
a) Ak Snehulienke ostala 1 lentilka, tak v dvoch balickoch ich bolo spolu 35+1=36.
V jednom bali¢ku je potom 36: 2 =18 lentiliek. Pri druhom deleni by sa delilo
3:8="54 lentiliek. Kazdy trpaslik by dostal 7 a Snehulienka dokonca 5. Pretoze
5>1, t&o moznost’ nevyhovuje.
b) Ak Snehulienke ostali 3 lentilky, tak v dvoch balickoch ich bolo spolu 35+3=38.
V jednom bali¢ku je potom 38:2 =19 lentiliek. Pri druhom deleni by sa delilo
3X9 =57 lentiliek. Kazdy trpaslik by dostal 8 a Snehulienkaiba 1. PretoZze 1< 3, téo
moznost’ vyhovuje.
c) Ak Snehulienke ostalo 5 lentiliek, tak v dvoch balickoch ich bolo spolu 35+5=40.
V jednom bali¢ku je potom 40: 2 = 20 lentiliek. Pri drunom deleni by sa delilo
3x20=60 lentiliek. Kazdy trpaslik by dostal 8 a Snehulienka 4. PretoZe 4<5, t&o
moznost’ vyhovuje.
Uloha ma dve riegenia: v jednom balicku mohlo byt 19 alebo 20 lentiliek.

Z7-1-2
Mamicka usmaZzila Sisky. Ich vona prilékala deti. Par'ko si vzal o jednu Sisku menej, nez bola
tretina v3etkych SiSiek, Svetlana o jednu Sisku menej, nez bola tretina ostévajucich aMaruska
0 jednu Sisku mengj, nez bolatretina zvysku. V mise ostalo 11 SiSiek. Korko Sisiek usmazila
mamicka?

(Hozova)
RieSenie:

1. SPOSOB

Vyhodné je uvaZzovat’ odzadu.
a) Uvazujme, kol’ko mohlo byt v mise SiSiek, ked” k nim priSla Maruska. Ur¢iteto bolo ¢islo
v Sie ako jedenast’ a zéroven delitel'né 3. Teda do Uvahy prichédzaja ¢isla 12, 15, 18,...
Ak ich bolo 12:
12:3=4, 4-1=3; 12- 3=9, ¢o nevyhovuje
Ak ich bolo 15:
15:3=5; 5-1=4; 15- 4 =11, ¢o vyhovuje. Takze Svetlana nechala na miske 15
SiSiek.
b) Uvazujme, kolko mohlo byt’ v mise SiSiek, ked” k nim priSla Svetlana. Urcite to bolo ¢islo
v&Sie ako 15 a zéroven delitel'né 3. Teda do Uvahy prichadzaju ¢isla 18, 21, 24,...



19

Ak ich bolo 18:

18:3=6; 6-1=5; 18- 5=13, ¢o nevyhovuje

Ak ich bolo 21:

21:3=17, 7-1=6; 21- 6 =15, ¢o vyhovuje. Takze Parko nechal na miske 21

SiSiek.

c¢) Uvazujme, kol’ko mohlo byt v mise SiSiek, ked’ k nim priSiel Palko. Ur¢ite to bolo ¢islo

v&Sie ako 21 azéroven delitel'né 3. Teda do Uvahy prichadzaju ¢isla 24, 27, 30, ...

Ak ich bolo 24:

24:3=8, 8-1=7, 24- 7 =17, ¢o nevyhovuije.

Ak ich bolo 27:

27:3=09, 9-1=8; 27- 8=19, ¢o nevyhovuje.

Ak ich bolo 30:

30:3=10; 10-1=9; 30- 9=21, ¢ovyhovuje. Takze mamicka usmazila 30 SiSiek.
2. SPOSOB

Keby si Maruska vzala presne tretinu, ostalo by ich na miske iba 10, ¢o si dve tretiny

celkového poctu. Preto s Maruka bralaz (10: 2)x8 =15 &&iek. Keby si Svetlana vzala presne

tretinu, ostalo by ich na miske iba 14, ¢o si dve tretiny celkového poctu. Preto si Svetlana
bralazo (14:2)>3 = 21 &%iek. Keby si Parko vzal presne tretinu, ostalo by ich namiske iba

20, &0 S0 dve tretiny celkového poctu. Preto si Palko bral z (20:2)>x3=30 &iiek. Mamicka
usmazila 30 Sisiek.

Z7-1-3
Mam dva rovnaké papierové trojuholniky. Viem z nich (bez prekryvania) zloZit' obdiznik
s obvodom 21 c¢m, alebo kosodiznik s obvodom 24 cm, alebo & trojuholnik s obvodom 27
cm. Aké rozmery maju moje trojuholniky?

(Bednérovd)
RieSenie:
Aby sadal zlozit obdiznik (obr. 1A), musia byt trojuholniky pravouhlé (s odvesnami dizok a,
b, kde a3 b, apreponou dizky c). KosodiZnik ziskame priloZenim trojuholnikov k sebe
rovnakymi odvesnami. Toto sa méZe uskutocnit’” dvoma spdsobmi (obr. 1B, C). Trojuholnik
tieZz dostaneme priloZenim rovnakych odvesien trojuholnikov aopét’ to mbéZeme urobit’ dvoma
spdsobmi (obr. 1D, E).

b
" a
C c
a C a C C
— a
b b
0,=2a+2b=21 0, =2b+2c=24 0 —02;1+12;—24
Obr. 1A Obr. 1B r.
c
c ¢ c
a a
b b
0o, =2a+2c=27
0, =2b+2c=27 Obr. 1E

Obr. 1D
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Ako vidiet, zrejme nastali pripady zobrazkov 1A, 1B alE. Teraz staci opisat’ rovnice
obvodov arieSit’ sistavu. (Nakol’ko Ziaci edte nevedia rieSit’ slistavy rovnic, budd postupovat’
skusmo.)

2a+2b=21

2b+2c=24
2a+2c=27
da+4b+4c=72
2a+2b+2c=36
2c=36- 21
2a=36- 24
2b=36- 27

c=75

a=6

b=45

P&vodné trojuholniky mali rozmery 4,5cm, 6 cma7,5 cm.

Z7-1-4
Do obrazca vpiste¢idla l, 2, ..., 9tak, aby sicty v kazdom ,trojokienku* boli rovnaké a ¢o
MOZNo najvacsie.

Obr.2
' (Tlusty)

»trojokienko*
RieSenie:
Do obrazca sa daju umiestnit’ &yri ,trojokienka*, ktoré sa navzajom prekryvaju v rohoch.
Ozna¢me tieto miestax, y, z (Obr. 3). Scet ¢isel od 1 po 9 je 45 a sUcet ¢isel v kazdom
trojokienku oznacime s. Potom 45=s- x+S- y+S- z+Ss=4s- (x+y+2z) . Velkost sictu
sjetedazavisalen navelkosti suctu x+y+z. Sicet x+y+ z je maximalny, ak pouZzijeme
najvaiSie mozné ¢isla, tj. 7, 8, 9. Potom 45=4s- (7+8+9), odkial 4s=69p s=17,25, ¢0
nemdze byt'. Preto skisime zmensit’ slicet X+ y+2z 0 1, ¢ize zax, y, z zvolime ¢isla 6, 8, 9.
Potom 45=4s- (6+8+9), odkial 4s=68p s=17. Najva:s mozny siicet &isel
v trojokienku je 17. PretoZze 9+8 =17, nemdZu byt ¢isla8 a9 v tomistom trojokienku. Na
mieste y tedamusi byt’ 6 a na miestach x az bude 8 a 9. Zvy3né ¢isla uz potom 'ahko
doplnime. Jedna z moZnosti je na obr. 4.
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QR Qo

Z7-1-5
Nezndmy vandal vytrhol z knihy jeden list. Stcet vetkych ¢isel stranok po vytrhnuti listu je
11011. Korko mala kniha pdvodne listov a aké boli ¢isla strénok vytrhnutého listu? (Stranky
sl ¢islované vaetky a ¢islovanie zatina ¢islicou 1.)

(Hozova)
RieSenie:
Ak chceme titat’ postupnost’ prirodzenych ¢isel, méZzeme tak urobit’ postupnym
spocitavanim alebo vytvorenim zhodnych skupin avynésobenim stctu ¢isel v skupine poctom
skupin. Pre siedmaka pristupnejsi by mohol byt’ nasledujdci pristup, ktory si vysvetlime na
itani ¢isel 1, 2, 3,4 ab.

00000

© © 00 0O
© o @ @0 00

©0 o @0 @ 00

©e 090 @@ 00 O

o000 0 0600606 o0
Obr. 5A Obr. 5B

Sicet je 1+ 2+3+4+5=15 (Obr. 5A). Ak bodky reprezentujlce ¢islal — 5 ,, zdvojnasobime,
dostaneme miesto pdvodného trojuholnika obdiznik s 55 +1) bodkami (Obr. 5B). Pévodny

pocet bodov bol ale polovi¢ny, teda > ><(2+1) = 5;6 =15
s o e _ x(x+1)
Ak teda médme scitat’ x prvych prirodzenych ¢isel, ich sicet bude s = >

Nech x oznatuje pocet stranok knihy.

Slcet vSetkych ¢isel stranok by potom mal byt s = @ :
, o . .,x@+ﬂ
Nakol'ko vandal nejaky list vytrhol, musf platit = 11011b x(x+1)>22022.

Pre ohranicenie ¢isla x mdZeme urobit’ nasledujdci odhad:
x(x+1)>22022b (x+1)(x+1)>22022b x+1>+/22022 = 148,398.
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NajmenSie mozné x potom je 148. Keby bolo v knihe 148 stran, musel by byt’ sicet Cisel

, 148 X1 4
stranok s = 849

=11026, ¢o je 0 15 viac, ako sme spocitali. Preto vytrhnuty list musel

mat’ ¢isla 7 a8. Pdvodny pocet listov bol 148:2 =74.

Pre kontrolu je potrebné ukézat, Ze vacsi pocet stran ako 148 nevyhovuje. Keby mala kniha
aspon o jeden list viac, mala by aspon 150 stran a po vytrhnuti jedného listu by bol sicet ¢isel
zostavajucich strén najmenej 1+ 2+ 3+L+148 >11011.

Knihamala 74 listov a vandal vytrhol list so strénkami ¢islo 7 a 8.
Z7-1-6

Na obrézku ¢. 6 si nacrtnuté rovnobezné priamky p, g a trojuholniky ABC a CDE, ktoré lezia
medzi nimi. Plati:

§ DI paBl q,

§ DABC jerovnoramenny,

§ DCDE jerovnostranny.

Vypocita) velkost” uhla ECA.
(Dillingerova)
RieSenie:
Dopliime vel’kosti uhlov v jednotlivych trojuholnikoch. Trojuholnik DEC je rovnostranny,
preto velkosti vaetkych jeho vnatornych uhlov st 60°. V trojuholniku ABC doplnenie velkosti
z&visi od toho, ktoré strany st ramenami. Dostdvame preto nasledujlce pripady:
a) Nech bod A je hlavnym vrcholom trojuholnika ABC. Potom |[DABC| = DACB =70°.

p D =)
407\ 80°
60° J
0
E 60°
60°
C
70°
Obr. 7
A 40°
70°
g B
B

Nech P je péta kolmice BC na priamku p. Potom [DPDC]| =180° - (40° +60°) =80°
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a|DPCD|=180°- (80°+90°)=10°. Z obrézka 7 je zrejmé, Ze

'DECA =180°- (70° +60° +10°) = 40°

b) Nech bod C je hlavnym vrcholom trojuholnika ABC. Potom [DACB| =100° . Nech

p

D

P

497\ 80°
60° J
0
gL 60°
60°
c
A 40° 100°
Obr. 8
40°
q B
B

opét’ P je péta kolmice BC na priamku p. Potom [DPDC| =180° - (40° +60°) = 80°

a|DPCD|=180°- (80°+90°)=10°. Z obrézka 8 je zrejmé, Ze

'DECA =180° - (100° +60° +10°) =10°

c) Nech bod B je hlavnym vrcholom trojuholnika ABC. Potom [DABC| =100° . V tomto
pripade by vrchol A trojuholnika ABC, ateda ani trojuholnik ABC, nelezal medzi

priamkami p, g.

Uloha ma dve rieenia. Uhol ECA mdZe mat’ vel’kost” 10° alebo 40°.
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Komentare MOZ 8

RNDr. Monika Dillingerova
Z8-1-1
Zadanie
Ocko oprel ndS novy rebrik o stenu domu. Spodné (prvé) priecka je 24 cm nad zemou.
Posledna — &rnésta priecka je pérkrét tak vysoko, ako tretia priecka. Vzdialenost’ medzi
kazdymi dvoma prieckami je rovnaka.
a) Ako vysoko nad zemou je tretia priecka?
b) O korko vySSie sa dostane ocko, ak z tretej priecky vystUpi na piatu?

(Dillingerova)
Poznamky k dlohe:
Ide o klasickdl slovnu dlohu, v ktorej treba situaciu modelovat’” zloZitou rovnicou, pripadne
sistavou rovnic. NU A, B sa preto zameriavaji na rieenie rovnic. V NU A si Ziaci zopakuju
ekvivalentné Gpravy av NU B rieSia jednoduché rovnice. Uloh tohto typu je mozné podla
individualnej potreby Ziaka zarad’ovar’ viac alebo menej. TaZiskom slovnej dlohy je vZak
v3eobecné zaznatenie vztahov, preto NU C, D sa venuju modelovaniu situécie pomocou
vzt'ahov arovnic. V NU D ide o postupné zadavanie viac aviac Gdajov. Jgj ¢lenenie poméha
oddeleniu postupne spracovavanych informécii. Toto sa vyuziva g v ulohe MO, kde je
potrebné najprv si zaviest' nezndmu, potom vytvorit’ vztahy pre vysku jednotlivych priecok
anakoniec uvedené spojit’ pomocou rovnice so zohl'adnenim vzt'ahu medzi uvedenymi
vykami. Tento druh préce stextom najviac pripominajit NU D c¢) a E. Na posedné uskalie,
ktoré by mohlo ovplyvnit’ Ziakovu GspeSnost’, je upozornenév NU F.

Strucné rieSenie:
Oznacme a zmenu vysky pri vysttpeni o jednu priecku vysSie. Potom tretia priecka je vo
vy3ke 2a+ 24 [cm]. Strnésta priecka je vo vyske 13a + 24 [cm]. VyuZijuc vzt'ah zo zadania,
doganeme:  5x2a+24)=13a + 24.
Jeho Upravou dospejeme k a =32 [cm] . Teraz je uz 'ahké dopocitat’ poZzadované Udaje.

a) Tretiaprieckajevo vy&e 2a+24=88[cm).

b) Ak ocko vystUpi z tretej na piatu priecku, dostane sao 2a = 64 [cm] vysSie.

Aké rieSenia (zépisy) méZzeme od Ziakov ocakavat’ a poZadovat’:

Ulohu je mozné rieSit iba rovnicou, alebo kreslenim, zistovanim vztahov v obrézku
ajednoduchSou rovnicou. Oba pristupy povaZzujeme za rovnocenné. Ak rieSitel’ stotozni
vzagjomnu vzdialenost’ dvojice priecok so zmenou vysky pri postlpeni o jednu priecku,
navrhujeme hodnotit” znamkou dobre (2).

Navodné ulohy:
A) Riesterovnice: a) X+2=7
b) X- 48=64
C) 35- x=16
d) 15x =105
B) Rieterovnice:  a) 6x+10= 2.(x + 7)
b)  2(3x+5)=2(x+15)
C) 6X+8=2x- 12
C) Vila Prvosienka je velka tanecnica. Za jednu mesacnu noc pretancuje len o jedny
crievicky menej ako vila Nezabudka za dve takéo noci. Kolko parov crieviciek
pretancuje Prvosienka za jednu mesacni noc, ak Nezébudka za taki( istu noc
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pretancuje 4, 2, 5, 3 pary crieviciek? Vytvor vzorec na vypocet Prvosienkou
pretancovanych pérov crieviciek.

D) Na ostrove Dragoland Ziju modri, ¢erveni a zeleni draci.
a) Jeden ¢erveny drak vychrli denne o 5 litrov ohna viac ako dvaja modri draci.
ZapisStento Udaj rovnicou, ak nezndmou ma byt pocet litrov ohna vychrleného
jednym modrym drakom za den a cerveny drak vychrli denne 45 | ohia. Vypocitaj,
korko litrov ohia vychrli denne jeden modry drak.
b) Tragazeleni draci vychrliadenne o 5 litrov ohna viac ako piati modri draci.
Zapis aj tento Uda) rovnicou, ak nezndmou ma byt’ pocet litrov ohna vychrleného
jednym zelenym drakom. Pre mnozstvo ohia vychrlenného za dei modrym
drakom pouzi vysledok ulohy a). Vypocitaj, kor'ko litrov ohna vychrli denne jeden
zeleny drak.
c) Ohen drakov réznych farieb ma rdznu silu. Dvaja zeleni draci svojim ohiiom
denne spdliatolko cn? trévy ako modry a cerveny drak spolu. Jeden modry drak
spéli jednym litrom ohtia 0 7 cn viac trévy ako cerveny drak dvomi litrami svojho
ohia. Jeden Gerveny drak spéli piatimi litrami ohiia 0 14 cm?® trévy viac ako modry
drak dvoma litrami ohna. Ktory drak spéli denne najviac trévy?

E) Jeden modj krok meria 70 cm. Ak urobim 1 krok a 10 skokov, som &yrikrét tak
d’aleko ako ked” urobim 1 krok a 2 skoky. (VSetky moje skoky st rovnako dihé.)
Kolko cm meria jeden moj skok?

F Popri letnom kupalisku je vysadena aleja stromov. Stromy st vysadené v rade za
sebou so vzgjomnymi odstupmi 7 m. Ako d’aleko je prvy strom od posledného, ak
v aeji sl 2, 3,5, 14, 47 sromov?

Z8-1-2
Zadanie:
Myslim si 4 dvojciferné ¢isla. Dve sU prvocisla a dve sti zloZené ¢isla. Stcet prvocisel je 100
aslcet zloZzenych ¢isel jetiez 100. Aj prvocisla g zloZené ¢isla st tvorené tou istou &voricou
réznych cifier. Akeé ¢isla som si myslela?

(Ptackovd)
Poznamky k dlohe:
Uloha vyZaduije od rieSitel'a dobré znalosti pojmov prvocislo a zlozené ¢islo. Tymito pojmami
sa zaobera NU A. TieZ je nutné vediet’ vyhladar’ dvojciferné prvocisla (NU B). Jedna forma
rieSenia moZze vyuzivar rozvoj islav desiatkovej siistave avlastnosti cifier tohto ¢isla (NU C,
D). Podmienka na v&etky rieSenia v NU D pritom vyZzaduje cielené prehladavanie, ktoré
mozno vhodne zarogit’ g v tlohe MO.

Struéné rieSenie:
Vieme, Ze sicet prvocisel mé byt 100 akazda cifra tychto ¢isel je in& ab+cd =100. Potom
zrggme: b+d =10 U a+c=9. VypiSme moznosti pre cifry a, c ak nim vhodné b, d.

a,c b, d Kvéli podmienke o prvocislach nemdze byt
1,8 3,7 4,6 ¢islo b ani ¢islo d parne.

2,7 1,9 4,6 Aby po zamene cifier este stdle bol stcet 100,
3,6 1,9 2,8 mbZeme cifry zamienat’ jedinym spdsobom,
4,5 1,9 2,8 3,7 vymenime cifry na mieste jednotiek. Takto by

sme mali ziskat’ dvojicu zloZzenych ¢isel.
Skusime teda v3etky kombinécie cifier pre prvocida ahned’ g skontrolujeme, ¢i zamenou
dostaneme zloZené ¢isla.

| ab | cd | s prvogisla? | ad | bc | s zlozené?
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13 87 nie, 387 17 83 nie, obe st prvocisla
17 83 ano 13 87 nie, 13 je prvocislo
21 79 nie, 321 29 71 nie, obe s prvocisla
29 71 ano 21 79 nie, 79 je prvocislo
31 69 nie, 369 39 61 nie, 61je prvocislo
39 61 nie, 339 31 69 nie, 31 je prvogislo
41 59 ano 49 51 ano, 49=7x7, 51=3%7
49 51 nie 41 59 nie, obe st prvocisla
43 57 nie, 357 47 53 nie, obe s prvocisla
47 53 ano 43 57 nie, 43 je prvocislo

Myslené &islasi 41, 59, 49, 51.

Aké rieSenia (zépisy) m6zeme od Ziakov otakévat’ a pozadovat’:

Predpokladame, Ze Ziaci si najprv vypiSu vSetky dvojciferné prvocisla. Potom vyberu tie
dvojice, ktoré maju sticet 100. Nakoniec zdmenou cifier azistenim, ¢i ide o zloZzené ¢isla so
stictom 100, budu kontrolovat” vhodnost’ vybranych prvocisel. Pri tomto postupe treba dbat’ na
to, aby boli vypisané vsetky dvojciferné prvocisla, zdévodnené, ako zamienat’ cifry,
a ukézané, Ze po zamene ide naozaj o zloZené ¢isla (rozkladom na sgin).

Névodné Ulohy:

A)

B)

C)
D)

Z8-1-3
Zadanie:

a) Zisti, ktoré z nasledujucich ¢isel st prvocisla: 45, 37, 111, 91, 712, 911.

b) Korko réznych delitel’ov ma prvocislo?

c) MbZze mat’ zloZené ¢islo iba dvoch réznych delitelov? A troch?

d) VypiSvaetky cislice, ktorymi mdze konéit’ prvogido.

Cida 3, 5 a5, 7 nazyvame prvociselné dvojicky. Druhé z nich je vzdy o 2 vassie
ako prvé. Kolko je prvociselnych dvojic¢iek medzi dvojcifernymi prvocislami? Kde
ich je viac, medzi ¢islami od 10 do 55, alebo medzi ¢islami od 56 do 99?

Ngjdi také najmensSie prvocislo xyz s ciframi X, y, z, o ktoromvieme, Zze x<y< z.
Ngjdi taku dvojicu dvojcifernych prvocisel, aby ich si¢et bol ¢o najmenSim
(ngjv&csim) nasobkom ¢isla 5. Uved’ vaetky rieSenia.

V Jurkovej stavebnici je 64 rovnako vel’kych kociek. Steny tychto kociek sti jednofarebné —
biele alebo ¢ierne. Zo v3etkych kociek sa da zloZit” jedna vel’ka kocka, ktorej kazda stena je
z polovice bielaaz polovice ¢ierna. Korko najviac celkom bielych kociek moze byt

v Jurkovej stavebnici? Nacrtnite obrazok, ako by

této vel’ka kocka vyzerala pri pohl'ade zdola,
zozadu, spredu, zhora, zZl'ava a sprava.

Poznamky k Ulohe:

(Bednérovd)

Uloha vsebe skryva prvky zo stereometrie,
matematickej analyzy akombinatorickej
geometrie. Spojenim vsetkych tychto ¢asti vznikol
komplexny problém. Jeho uchopovanie bude
zrejme musiet’ prebiehat’ v etapach, ktoré postupne

Obr. ¢. 1
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prechédzaji spomenutymi  oblastami  matematiky. Stereometrii je venovana NU A. Ide
o zrejme najjednoduchSiu ¢ast Glohy, ktorej sa Ziaci zhostia bez problémov. Ulohy na
minimum a maximum spolu vel'mi tzko sivisia. NU B by mala upozornit, Ze tieto Glohy sl
pri dvojici objektov zamenitel'né (t.j. ak prvy objekt dosiahol pri danom sucte vSetkych
objektov minimum, tak druhy dosiahol maximum anaopak). Precvi¢enie tohto principu
ngdeme vNU C. Podednou témou je ofarbenie, vtomto pripade spadajice do
kombinatorickej geometrie. Pritom bude hrat’ déleZitu ulohu pochopenie slovného spojenia:
,Z polovice bielaaz polovice gierna". Preto sme zaradili do tejto ¢asti NU D aE.

Struéné rieSenie:

Velkéd kocka mdrozmery 4~ 4~ 4 (Obr. 1). Teda kazda jg stena je tvorena 16 Stvorcami
stien malych kociek. Ak mé byt’ stena z polovice biela a z polovice ¢ierna, musi byt’ 8 tychto
Stvorcov v kazdel stene ciernych. Aby sme pritom vytvorili ¢o najmenej nie celkom bielych
malych kociek, musime sa snazit’ vyuZzivat’ kocky na hranéch av rohoch vel’kej kocky, Rohov

je 8, aich

Steny si oznagené  Zaciernime

podlaobr. 2a. ,  pouzili

Z = zadna stena sme uz 8

P = prednéa stena nie celkom

H = horné stena bielych

PB = prava bo¢na kociek

stena av kaZdEJ

I'B = lava bo¢na stene su uz

stena 4 &vorce

D = doln4 stena cierne.

Ostéva

urcit, ako vybrat’ kocky na hranédch (mimo rohov). Jedno také mozné

ofarbenie je na obrézkoch ¢islo 2 a, b, ¢ anaobrézku ¢. 3 je siet

takejto kocky.

Nafarbenych je spolu 20 kociek. TakZe najviac mbze byt 44 kociek
celkom bielych.

Aké rieSenia (zapisy) mézeme od Ziakov ocakdvat a poZadovat’:

Je nutné, aby Ziaci vypisali, ako uvazovali. |ba nakreslena ofarbend

kocka avypisany vysledok nie s postatujice. Je potrebné,

aby Ziak vypisal aké boli preferencie ofarbovania, ktoré malé

kocky urcite budd na niekorkych stenéch zatiernené. Obr. 3 Pohrady

z rbznych stran na kocku pritom pre rieSenie povazujeme za

rovnocenné obrézku siete kocky.

Navodné ulohy:

A) Gabika postavila z malych rovnako velkych kociek velku kocku. Kazda stena
vel'kej kocky je tvorend 9 Stvorcami stien malych kociek. Kol’ko malych kociek
pouzila Gabika na stavbu vel’kej kocky? Potom zo svojej velkej kocky postavila tri
rovnaké mendie kocky. Stvrta taka ista sa uz postavit' nedala, lebo malych kociek
bolo mélo. Kor'ko malych kociek je pri tomto stavani ostalo?

B)  Silviama vo vrecku ¢ervené a zelené gurky. Spolu ich je 27. Cervenych nie je
menej ako tretina v3etkych guliek.
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a) Kor'ko najviac méze byt zelenych?
b) Kolko ngjmenej mbze byt’ cervenych?

C)  Fedor ma napoli¢ke nad postel’ou modely auti¢ok. Spolu ich je 137. Pritom si
uloZené tak, Ze kazdé dve susedné ndkladné auté st od seba oddelené bud’ tromi
alebo dvoma inymi autickami. Inych ako nakladnych nikde nie je viac ako 3 vedra
seba.

a) Kol'ko najmenej nékladnych aut méze mat’ Fedor na policke? Kor'ko potom bude
inych?
b) Kolko ngjmenej mbze byt’ inych ako nékladnych aut?

D)  Narysuj &vorec so stranou dizky a =8 cm. Rozdel’ tento &vorec na malé &voréeky
so stranou dizky 1 cm. Zafarbi tolko malych &voréekov na ¢ierno, aby bol velky
&vorec z polovice biely az polovice ¢ierny. Korko &voréekov je ¢iernych? Skusto
urobit’ réznymi spbsobmi. Da sato g tak, aby Stvoréeky leziace pri obvode vel’kého
Stvorca boli vSetky biele ?

E) Obdiznik ABCD zobrézka ¢ 4 [ Y srozmermi 6
cm a4 cm je rozdeleny na 6 &asti. C Vyfarbi
niektoré z ¢asti ¢ervenou farbou tak, aby bol
z polovice ¢erveny az polovice biely. Pokis sa to
urobit’ tak, aby ¢o namensia cast obvodu
obdiZnika ABCD bola ¢ervena (Bod X, resp. Y, je
stredom strany AB, resp. CD) A X B

78-1-4 Obr. 4
Zadanie:

Sedem trpaslikov naslo kosik jabik. Bez toho, aby jabicka kréjali, podelili sa medzi sebou.
Prvy dostal jedno jablko a 1/9 zvysku. Potom priSiel druhy, vzal si dve jablkd a 1/9 zvysku,
treti tri jablkaa 1/9 zvy3ku atak d'alej, aZ siedmy s vzal 7 jabik a 1/9 zvy3ku. Jablka, ktoré po
tomto deleni zostali v kosiku, priniesli Snehulienke. Korko najmenej jabik nadli trpaslici?
Korko jabik dostal kazdy z nich a korko Snehulienka?

(Hozova)
Poznamky Kk ulohe:
V mnohych Zivotnych situéciéch sa stretdvame stym, Ze musime nieco spétne rekonstruovat'.
Aj tu je spétna rekondtrukcia zakladnou myslienkou ulohy. Matematicky obsah tvori ucivo
o zlomkoch avypocet celku z ¢asti. Navodné ulohy si preto dvoch zakladnych druhov:
zlomky (NU A, B) apogitanie odzadu (NU C, D). Preverenie, ¢i Ziak zvladne kombinaciu
oboch fenoménov, by mala tvorit NU E.

Struéné rieSenie:

Rozmy&'ajme spétne. Siedmy trpaslik dostal 7 jablk a1/9 zvy3ku. Aby bola 1/9 zvyku
vyjadritelna celymi jablkami, musel by byt zvySok 0, 9, 18, 27, 36 atd. Ked'Zze hraddme
najmensi mozny pocet, budeme skiSar’ ¢islo 0. To znamend, Ze Snehulienke by ostalo 0 jabik
asiedmy trpaslik dostal 7 jablk. Spolu bolo pred tymto delenim 7 jabik, ¢o je 8/9

predchadzajuceho zvy§ku.2 z=7b ;z :; Uz= 6;’ Nevyslo nam celé ¢idlo, ¢ize musime

zadat’ s vasSim poctom jabik. Pri deviatich jablkéch by dostala Snehulienka 8 jabicok.
DalSie Gvahy sme pre zjednoduSenie vypisali tabul’kovym spdsobom:

pred delenim predchédzajuci

] 1_
trpadik x x+§zvysku bolo jabik ZvySok

teda gzvyéku = ;tohto zvysku

7. 7+1=8 8+8=16 16 18 2
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6. 6+2=8 16+8=24 24 27 3
S. 5+3=8 24+8=32 32 36 4
4. 4+4=8 32+8=40 40 45 5
3. 3+5=8 40+8=48 48 54 6
2. 2+6=8 48+ 8 =56 56 63 7
1. 1+7=8 56+8 =164

Jablk bolo v kosiku 64 a kazdy z nich v¢itane Snehulienky ziskal 8.

Akeé rieSenia (zapisy) mbZeme od Ziakov ocakévat’ a poZzadovat’:

Té&to uloha bude tazka na zépis, lebo zvySok sa stle meni. Naviac predpokladame, Ze sa Ziaci
budd schopni zapliest pri vypocitavani devétiny. DOlezité je preto dedovat, ¢i si Ziak
vymyslel nejaky rozumny systém na vypocet zvy3kov apoctov jabik, ktoré trpaslik ziskal.
Skusmé linearne rieSenie (samozrejme s preukazanim minima) by malo byt’ tiez hodnotené
ako dobré, ae nizSou znamkou.

Navodné ulohy:

1 1 5 13 1 13 1.8
A Vypocita) =, =, —, —, —, — z280.Vypocitaj = z — z231.
) OVPORE o o o0 140 1a YPoerd 5 25
B) Ursicdok ak >, 2, 4«72
3 7 5

C) Chlapci hrali pogy. Juro ngjprv polovicu prehral, potom 4 vyhral anakoniec este
svoj pocet pogov zdvojnasobil na 54. Kol'ko pogov mal pred zaciatkom hry?

D) Na troch tanierikoch boli ¢ereSne. PriSla mama avidela, ze na prvom je ich
najviac, tak preloZila z prvého 12 ¢eredni na druhy a6 na treti tanier. Dominike sa
zdalo, Ze teraz je na druhom ngjviac, tak z neho prelozila 12 na treti a6 na prvy.
PriSiel otec, zigtil, Ze vSade je rovnako vel'a avsetkych 28 ¢eredni z prvého taniera
zjedol. Korl’ko ¢eredni bolo pévodne na jednotlivych tanieroch?

E) Osmijanko bol hladny, ked’ zrazu naSiel strom plny zrelych pomarancov.
Osmijanko sa potesil a hned’ si nejaké natrhal. Odtrhol si presne polovicu vaetkych
pomarancov, ktoré na strome rastli, a este polovicu pomaranca. Zjedol ich a stale
bol hladny. Odtrhol si nejaké d’alSie a znova to bola polovica zo v&etkych
pomarancov, ¢o boli na strome, a este polovica pomaranca. Zjedol g tie, no hlad
stéle neutisil, preto s odtrhol edte niekol’ko pomaranc¢ov - presne polovicu z tych,
¢o ogali na strome, a polovicu pomaranca k tomu. Konecne sa najedol a veselo
vykrocil. Kolko najmenej pomaranc¢ov zjedol Osmijanko?Osmijanko trhal iba celé
pomarance. (pikomat 2002)

Z8-1-5
Zadanie:
Martin ma z matematiky rézne znamky, ktorych aritmeticky priemer je 2,1. Péorku nemé ani
jednu. Zato jednotky tvoria 35% a dvojky 30% vSetkych jeho zndmok z matematiky.
Korl'ko percent vetkych Martinovych zndmok z matematiky tvoria trojky akorko &vorky?
Kolko mé znamok z matematiky, ak trojok ma5?

(Dillingerova)
Poznamky k dlohe:
Ide oUlohu na aritmeticky priemer, kde je znama jeho hodnota, hodnoty, ktoré boli
dosiahnuté, ale nie je zndma pocetnost’ dosiahnutych hodnét. U dvoch hodnét je tao
pocetnost’ vyjadrend ich percentualnym zastUpenim v stbore v3etkych dosiahnutych hodnét.
RieSitel’ teda musi pracovat’ s percentami a aritmetickym priemerom sti¢asne. NU A, B maju
za Ulohu preopakovat’ aritmeticky priemer apercenta v jednoduchych Glohach. NU C a D
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pracuju s aritmetickym priemerom. Maju upozornit’ Ziakov, ako sivisi hodnota priemeru so
stiétom nameranych hodn6t. Poslednym Uskalim by mohlo byt matematické modelovanie
situacie zo zadania. Tomuto sme sa uz venovali pri Ulohe Z8-1-1. Ugitel mdze Ziakom
pondknut’ slovné tlohy publikované pri spominangj tlohe, konkrétne NU A, B, C, D, E, alebo
pouzit’ tlohy s tematikou podobnou Glohe Z8-1-5 (NU E).

Struéné rieSenie:
V&etkych znamok je 100%. teda na trojky astvorky ostava 100%- 35%- 30% = 35%.
Oznacme pocet percent trojok p, potom pocet percent Stvoriek je 35- p. ESte oznacme pocet
vSetkych znamok z. Pre vypocet aritmetického priemeru potom plati:

35,430 04 P 3PPy
07=100 100 100 100

VA

Poctom zndmok zmozno zlomok kr&it', takze dostaneme rovnicu sjednou neznamou p:
210=35+30x2 + px3+(35- p)=4,
ktorg rieSenim je p = 25.
Trojok ma Martin 25% a Stvoriek 35%- 25% =10%.

Z matematiky ma Martin 5% =20 zndamok.

Akeé rieSenia (zépisy) méZzeme od Ziakov ocakavat’ a poZadovat’:

Predpokladame, Ze kaZzdy, kto odpovie na prvu otazku, zvlddne g druhi hravo. MéZu sa
objavit’ rieSenia, kde Ziak predpokladd, Ze celkovy pocet zndmok je nejaké konkrétne ¢islo. Za
rozumné v tomto postupe pokladdme pocet 100, alebo jeho prirodzeny ndsobok. Bez slovného
zdbvodnenia, preco mozno takto pocitat’, by rieSenie nemalo byt akceptované. Kazdopadne
musi vSak Ziak napisat’ postup. Z neho by malo byt viditel'né, Ze nejde o skiSanie, pre ktoré
Gloha nie je vhodné!

Navodné ulohy:

A) Roman na telesngj vychove vskoku do dial’ky z miesta mal $tyri pokusy
anaskékal: 1,48 m, 1,56 m, 1,43 m al53 m. ToméS naskdkal pri svojich
pokusoch: 1,62 m, 1,57 m a 1,64 m. Aky dihy (v metroch) je priemerny Romanov
skok? Aky dlhy (v metroch)je priemerny ToméSov skok? Aky dlihy (v metroch)je
priemerny skok dvoj¢lenného druzstva Roman + Tomas?

B) Po pisomke ohlasila pani ucitelka: Jednotku dostalo 64% advojku 12% z vés.
NajhorSia znamka bola trojka. Kor'ko percent Ziakov triedy malo trojku? Korko je
Ziakov v triede, ak hor&iu znamku ako jednotku mali deviati?

C) Mi3o s Jozom maju robit” spolu laboratérnu pracu z fyziky. MiSo uz v&etko urobil
aaritmeticky priemer jeho 8 nameranych hodnét je 14,25. Jozo préave skorkil svoje
merania, kde nameral hodnoty 14, 14,2, 13,8 a 14,8. Vypocitag) aritmeticky priemer
vSetkych merani oboch chlapcov. (Pozor, 14,21 nie je spravny vysledok!)

D) Radka mé z matematiky 12 znamok, ktorych aritmeticky priemer je 3. Kolko
jednotiek musi dostat’, aby jej , vychédzala“ dvojka, t.j. aritmeticky priemer by bol
mensi ako 2,5?

Ziskavat’ samé jednotky sa jej vSak nedari. Po kaZzdej jednotke dostane g jednu
dvojku. Korko zndmok musi teraz ziskat’, aby to ,,vyslo“ na dvojku? Aky priemer
potom dosiahnu jej znamky?
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E) Kristinka mé& z matematiky 18 znamok a priemer 2,5. Patorku ani jednotku nema
ani jednu, trojok je pa’. Korko je dvojok a kor’ko je stvoriek?

Z8-1-6
Zadanie:
Stredné priecka deli lichobeZnik na dve &asti, z ktorych mensia mé obsah 18 cm. Aky obsah
bude mat’ vacSia z ¢asti, na ktoré deli tento lichobeznik jeho uhloprietka, ak menSia méa obsah
16 cm’?

(Bednérovd)
Poznamky k dlohe:
Druhé geometricka tloha v tejto sérii je zamerana na planimetriu. Na jej Uspesné zvladnutie s
potrebuje Ziak zopakovat’ vSetky vlastnosti lichobeznika auvedomit’ si, ktoré st pre dlohu
pouzitel'né aktoré nie (NU A, C). V NU B, D, E postupne menime zadavané prvky, aby si
Ziaci vedeli jednotlivé potrebné dizky vyjadrit zo zadanych informécii, ¢o je aj pre dand
lohu dolezité. NajtazSiaje NU F, ktoréa svojou précou so vzorcami avyjadrovanim neznamej
zo vzorcavel'mi pripomina tlohu doméceho kola.

Struéné rieSenie:

PouZijeme oznacenia ako na obrazku
bol lichobeznik hocaky, vzdy ho
takejto polohy aoznacit’.

¢. 5. Nech by
vieme oto¢it’ do

Urcite plati:
_atc
Obr. 5
g=atc
cx
SACD :T =16
e+c v
Syyep = —— %= =18
XYCD 2 2 ’
Z prvého a podlednych dvoch vzt'ahov si vyjadrime dizky zakladni.
4432 va+32 32
cnge: V:vxa+32D18: v VxY:96+anx_V:96+anp :@
Y 2 2v 2 2 4v 2 8
Tieto dosadime do vzorca pre vypocet obsahu lichobeznika:
48, 32
+
§=8TCy=Vv v w:@xv:m[cmz] .
2 2 2v

V&Siaz casti bude mat’ obsah Spgyy =S- Scpxy =24 sz] .

Aké rieSenia (zépisy) méZzeme od Ziakov ocakavat’ a poZadovat’:

Samozrejme ostédva prenechané riesitelovi, ¢i bude vypocitavat’ obsah celého lichobeznika
alebo sa bude snazit hned’ vytvorit vzorec pre obsah v&Sel casti. Moznostou je tiez
dosédzanie za vyrazy typu cv =32, av =48. Kompletné rieSenie by malo obsahovat’ vietky
pouZité vzorce. Inou moZnostou je rozrezavanie lichobeznika avyuZivanie vzt'ahov, ktoré sa
daju Tahko pri tomto postupe objavit (Obr. ¢. 6). Napriek ndzornosti takéhoto rieSenia
nepredpokladame, Ze sa objavi.
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X | X 1y SXYCD:z+2x+y:iS+x:18
X x fyN |y Saevx :32+2x+3y:iS- X
Obr. 6 x:Eg:LGZS
22 2
ad’.

Névodné Ulohy:

A)

B)

C)
D)

E)

F

Dany je lichobeznik ABCD (AB||CD). Nech |AB >|CD|. Ktory z trojuholnikov

ABC, CDA ma v&csi obsah?

Dany je lichobeznik ABCD (ABJ||CD). Z&kladina AB ma dizku 8 cm, CD 6 cm.
Vy&ka lichobeznika v=3 cm. Vypocitaj obsah celého lichobeZznika aobsah
trojuholnika ABD.

Dany je lichobeznik ABCD (ABJ||CD). Zigtite, ktory z trojuholnikov CDA, CDB
mé v&si obsah.

Dany je lichobeznik ABCD (ABUCD). Z&kladia AB ma dizku 8 cm, CD 6 cm.
Obsah trojuholnika ABD je 24 cm. Vypocitaj obsah celého lichobeZznika.

Dany je lichobeznik ABCD (ABJ||CD). Z&kladina AB ma dizku 8 cm, CD 6 cm.
Obsah trojuholnika ABD je 24 c?. Vypogitaj obsah mendgj z casti, na ktoré deli
tento lichobeznik jeho stredna priecka.

Dany je lichobeZznik ABCD (AB||CD). Obsah trojuholnika BCD je 18 cn’. Obsah
trojuholnika ABD je 24 cm’. Vypogitaj obsah menSej z ¢asti, na ktoré deli tento
lichobeznik jeho stredn& priecka.
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Kategoria Z9
rieSenia domaceho kola
Kolektivy tlohovych komisii MO CR a SR
Preklad RNDr. M. Dillingerova

Z9-1-1
V Jurkovej stavebnici je 64 rovnako vel’kych kociek. Steny tychto kociek sti jednofarebné —
biele alebo ¢ierne. Zo v3etkych kociek sa da zloZit” jedna vel’ka kocka, ktorej kazda stena je
z polovice bielaaz polovice ¢ierna. Korko najviac celkom bielych kociek moze byt
v Jurkovej stavebnici? Nacrtnite obrazok, ako by tato vel’ka kocka vyzerala pri pohl'ade zdola,
zozadu, spredu, zhora, Zl'ava a sprava.

(Bednérovd)
Riesenie:
Pozri kategorie Z8, priklad Z8-1-3.
Z9-1-2

Ur¢ite plochu polkruhu vpisaného pravouhlému rovnoramennému trojuholniku (pozri Obr.).
Udaje st v decimetroch.

Obr. 1

(Tlusty)
RieSenie: R
Trojuholnik ABC je rovnoramenny pravouhly s pravym 45
uhlom pri vrchole C (Obr. 2). Odvesny maju dizky T
ICA =|CB| =1 dm, prepona madizku |AB =-/2 dm

(Pytagorova veta). Preto [DCAB| = /DCBA = 45°. Polomer r

45°

S
polkruhu je v bode dotyku T kolmy na preponu trojuholnika
AB. Potom trojuholnik BST je tieZz pravouhly rovnoramenny.
Je DAST @DASC ? c A

Strana ASje spolocnd, |ST| =|SC/ =T a

'DSTA =DSCA =90°. TakZe podra vety Ssu sii uvedené
trojuholniky zhodné a [TA/ =|CA =1 dm.

TB =|AB
kruhu r =TS =TB| =-/2 - 1. Polkruh mé potom obsah

Obr. 2

AT\ =-/2 - 1 anakorko je trojuholnik BST rovnoramenny, plati pre polomer r




1
S="pr?

2p
S:;p.(ﬁ- 1)2
o3 ;ﬁp

S = 0,2695 dm®

Z9-1-3

Tromi spdsobmi napidte ¢islo 2004 ako sucet niekol’kych po sebe iducich prirodzenych ¢isel.
(Hozova)

RieSenie:

Pri neparnom pocte s¢itancov mézeme prostredny oznit’ ako a. Ak bude stitancov n,
vypocitame sicet ako 2004 = na. PretoZe n je neparne, dostdvame z rozkladu ¢isla 2004
nasledujlce mozZnosti:

n a s¢itance

3 | 668 | 667 + 668+ 669

167 | 12 |- 71+(- 70)+(- 69)+K +93+94+95

501 | 4 |- 246+ (- 245)+ (- 244)+K + 252+ 253 + 254

Pri parnom pocte stitancov oznacime mensi z prostrednych dvoch a. Ak bude stitancov n,
. . n_n o ) . .
vypocitame siicet ako 2004 = na + 575 (2a+1).Teraz je sice n péarne, ale vyraz 2a+1 je

neparny, takZe dostavame nasledujlice moZnosti:

2a+1| n a s¢itance

3 |1336| 1 |-666+(- 665)+(- 664)+ K +667+668+669

167 24 83 | 72+73+74+ K +95

501 8 250 | 247+ 248+ 249+ K+ 254

Z uvedenych moznosti si dobré len 667 + 668+ 669, 72+ 73+74+K+95 a
247 + 248+ 249+ K + 254 .

Z9-1-4
Ak v priklade na ndsobenie dvoch prirodzenych ¢isel zaokruhlime 1. ¢initel'a na desiatky,
sUcin sa zv&sSi o0 48. Ak v pdvodnom priklade zaokrahlime 2. ¢initel’a na desiatky, povodny
sicin sazmenSi 0 1512. N§dite pdvodny priklad (vSetky moZnosti).
(Dillingerova)

RieSenie:
V prvom pripade sa si¢in po zaokruhleni ¢initel'a zvacsil, to znamend, Ze sa prveé ¢islo
zaokruhl'ovanim na desiatky zv&c3uje. ZvacSenie mdze byt 0 1, 2, 3, 4 alebo 5 a z ¢isla
avznikacido a+x, kde xi {1,2,34,5}.
(@+xb=ab+48p xb=48

x |1 | 2 | 3 | 4 | 5

b | 48 | 24 | 16 | 12 [neexistuje
Pri druhom zaokruhr'ovani sa si¢in zmensil, to znamend, Ze ¢islo b zaokruhl'ujeme nadol. Do
(vahy prichadzaju iba dvojice [x,b]T {[2,24][412]}.
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Ak b =24, tak pozmeneny priklad je 20a = 24a- 1512, ¢ize a = 378. Cislo a sapri
zaokrdhl'ovani na desiatky naozaj zv&sio 2 (x=2).

Ak b =12, tak pozmeneny priklad je 10a =12a- 1512, ¢ize a=756. Cislo a sa pri
zaokruhl'ovani na desiatky naozaj zv&acSio 4 (x =4).

Pévodny priklad bol bud’ 378.24, alebo 756.12.

Z9-1-5
Danka, Milka, Jozko a Pet'o sa véZili. Najl'ahsi a ngjtazsi z nich vazia dohromady 113 kg.
Danka, Milka a JoZzko vézia spolu 169 kg. Milka, Jozko a Pet'o maju spolu 166 kg a Danka
s Petom 99 kg. Korko vézi kazdy z nich, ked’ JoZko nie je najtazsi?

(Pt&kovd)
RieSenie:
Ozna¢me hmotnogti deti zatiato¢nymi pismenami ich mien. Zo zadania mdzeme zostavit’
rovnice:
d+m+j=169  d+m+j- (p+m+j)=169- 166 d+p+d- p=99+3

p+m+ j=166 b d- p=3 p 2d =102
d+p=99 d+p=99 d =51 [kg]
o Pp=48lkg]
m+ j =118

Teraz pride narad podmienka, Ze najl'ahsi a najt'azsi spolu vazia 113 kg a Jozko nie je
najtazsi. Z toho vyplyva, Ze ngjitazSiaje Milka. Jozko nem6ze byt’ najl'ahsi, lebo by s Milkou
spolu museli vazit’ 113 kg. TakZe najl'ahsi je Peto.

j+m=118
m=113- 48 =65kg]
p+m=113 P )
j =118- 65=53[kg]
p =48
Danka mé& 51 kg, Milka 65 kg, Jozko 53 kg a Pet'o 48 kg.
Z9-1-6 ,
N@jdite prirodzené ¢islaa, b, ktoré spligju podmienky:
- 3atb=165,
najmensi spolo¢ny ndsobok cisel a, b je desat’krét vacsSi nez ngjvacsi spolo¢ny delitel
¢isel a, b.
(Tlusty)
RieSenie:

Aby bola splnené druhd podmienka, musi platit n(a,b) =10D(a,b). Oznasimesi D(a,b)=D.
Potom a=xD ab=yD, kde x, y st nesidelitel'né prirodzené ¢isla. Pre ngjmensi spolocny
nésobok potom plati: n(a,b) = xyD . Porovnanim s druhou podmienkou tlohy dostavame
xy =10.
Pre prirodzené nestidelitel’'né ¢isla x, y potom dostdvame &tyri moznosti.

x=1y=10b a=D,b=10D

x=2,y=5pb a=2D,b=5D

x=5y=2pb a=5D,b=2D

x=10,y=1b a=10D,b=D
Pre vSetky &tyri mozZnosti overime platnost’ prvej podmienky:
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3D +10D =165pb 13D =165, ¢o nemaV obore prirodzenych ¢isel rieSenie.

6D +5D =165P 11D =165Pb D =15, dosadenim do vyjadreni hl'adanych ¢isel

dostdvame rieSenie a =30, b = 75.

15D +2D =165pb 17D =165, ¢o nema Vv obore prirodzenych ¢isel rieSenie.

30D +D =165pb 31D =165, ¢o nemav obore prirodzenych ¢isel rieSenie.
Hr'adaneé ¢isla si 30 a 75.
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